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fin o twoLic w uWz Wntwa fe watwat

41 Two we bazaza W w WeWan Wa baza za V
dualnabaza za U'tje f In kjerje filwjl dj Ikroneckerjer delta
f fr Nt fan fuewt

Denim daZiff fIlwjdj 0Za ja k je
fan fn jebaza za Nt dimwt n k

y

Trditer t o geometriji PN usebujeelementegeometrijeDIV in relacijemed
njimi e s n t dim

Dualnatrditer th k trditri t je dobljenatako da elementev I zamenjamo z
njihovimizgornjimi anhilatorji E zamenjamo z 2 inobratno n zamenjamo
s t linobratnol terdimzamenjamo s kodim

Iz prejinjega izreloasledi daje t resnidna resnidna principdualnostil



PRIMER
A T Vprojektioniravnini PMskozipoljubnitook potekanatankr enapremica

YABEPlul 7dimA dimB N F pEDMFdimp 2 AIBEp
e FATB ePN toodimAt loodimBt N F ptEPV77Kodimlpt 2 ATB pt
Hqrep101 7 dimlydimIrl 2 7 CePl la dimc d g C

Poljubni premici seseloata natanko v evitocci

121 T ABC so Kolinearnetocke u varnini PN
dimAdimB dimeA Fpdimp 2 ABCEp

tht dimAtdimBt dimCt 2 FptdimpH9 AtBtCt pt

DEFINICHA TrikotniloaABCin AB'c v projelativniraunini stav PERSPEKTIUNI LEG1
ée A A B B CC in se premise AA BB Cd seloajo v istitoad

B
B

A a

IZREKDesarguesou izreku projectioni raunini
TrikotniloaABCinAB'csta u perspektivni legsnatankotakrat ko presedisca
X Acna'd Y AB AB in Z BenB'C lezijo na isti premici

Dokaz
Naybo PAAnBBnCC
Izbevemo aEA aEA beB bEB cec ced pepnenidelne vektorje
Ker PCAA je p dat da za reloadLEO Podobroje ppbtpbin pgetj'd za nekePB JJ E 0
Noben par KLil IPB Gy'tnienak10,01
La ya y'd L'd x eAcna'd
La pb pb L'a jeAB AB
Bb ja y'd pb z e BonB'd
x g zXY Z kolinearne toeke

IzjavaGl pravi ABC so nekolinearne A B c so nekolinearne AABB cc se
seloaj u istitocki
AcnAd ABnaB BenB'd so kolinearne

Dualnaizjava Ht oznadimo At p Btg Ctr At p B't g C't r
png F pnu agar E png F par G gnu

AA't IATA't A na Pnp EFnE'FBB't 1BBit BtnB't g g EanE'Gecht lect ctnC't ra ri Fan Fa
Ac A'at lad't IA'd latnetitla'tne't parttip'nr'tFF
ABAA'B'tLABI'tCAB't At Bt AttnB't Ipng ping EEIBanB'C't BettB'd litnot 1B't C't lg ult gini Ga

Izjava puavi pgv se neseloajo v istitocki pigv se neseloajo v isti tookEfnE'F Ean Ea FanF'a so kolinearne
EE FF Ga sesekajo v istitocki



CeEFG in EF'a taloatrikotnika daso preseli EF EF EanE'a
in Fa nFa kolinearnetoeke statriloothika v perspektivnilegs

Torej F E
Poprincipledualnosti velja

ULOITEV AFINE GEOMETRIZE V PROJEKTUNO

V vektorskiprostorhadobsegom O dimV nth
W V KodimW n
atUW
A atW O Al
ZaafinpodprostorX u A oznadimo ex Lin X EV l AlAl PM

thx Lin x premicaskozi o in x
l atVleLinla U

LEMA lKtv Lin x aV

DOKE xx u Link El ktul
U lx Ul xEllxtul
Link UElktul

POSLEDICA thtVIna V

LEMACeje Z V Z W je Zna 0 in l12nA Z

KYzberemo zeZN W Lintz V
a Xz w XeOWEW
Az aWEAnz AnZ O

Izberemo Z EAnz ÉÉWLin z
LztZnWl

Velja Znit 1221nlaw z Rawl
Zelznal A

IZREKPrestiloava l AlAl PNIimaslededelastnosti
m e jeinjektivna121 ZEVje v Ze ZEN TovejZe lml PNIIPLWIB l ohranjainkluzije tj XEY likely
191 X 17enddrazinaafinihpodprostorov u A z nepraznimpresekom

einenxx Menela
151 Xx ten drazinaafinih podprostorov v it llafluxenxx Daend in
161 Zausakafin podprostorX v it je dimX pdimentA XliYu a elixir welly nw ali eminwell x nw



Dog expelyl x ell na enl na Y

K Z w Zelml
ZeW Vettaffinpodprostor x W in x elm ext W

Z ni v lml
131 locitnojasnol

141 h Axenxaenxentxd linenXx E health
If Offa ta exx Linhx Ux
yeMaenthat gLaxtaxi MEOUaeUaaxtux auxtun tew.eeYi7EW
4 4 Kamen in un un VAMen

y ax a
9 axeManUx in 2 2 0

Lg x L'next AxenUaeLin x LinMaenUaLinx oxenVatlematelxtMaenVal
151 A exatellafluxenxx Jaenl ka El AflVeena

1 Xel AflVeentall x lineavna Kombinacija elementou iz UxenXx
eDeal IN

61 11 01 Lin x U
dimtxtV1 dimllxtV n pdimllxtv

17 XY et ext W Linx U W U
defXIIY UeV ahU'EU

lixtaw lmlaw a

Ceoznaiimo s PV mnoZico Iprojektivnih took u PM veljaPrellatwlIN
Todoam vPWpravimo tocke v nestoninostl in soodvisne od izbirevlozitue.lt

Primer
gimpy WVdimW2
l Alawi PNI
piquzporednipremici u atW lip nW llglnW

projektivnipremici lip in ell seseloatav o
pair vzporedne premise u atW e dipl lil lil seselvajo v skupnitock v is

IZREKDrugsDesarguesou izrek za afinoravnino
Najbodo pg rrazlicne premice ki sesekajo v skeepnitocci 0
Nagbodo PPEp QQEginRREu taketoke da PQIIP'Q inQRIIQR
Tedaj je PRIP'R
Dokaz
Afinoraunino A Inakateri lezijop.gr vlozimo u projections raunin
e AlAl DWI



Ker l ohranjainkluzije.jellolcelpl.llal.lk
projectione premise lipl blah la sesekajo u slapnitocki
trikotnika epillaleirl in elitelater't stav perspektivnilegi

PoDesarguesoven izrelan za projektivnoraunino so presedisca
x epillainelpilloil Y Geri nelly'llR't in Z erepl n er'll Pt
Kolinearne toke
Ker PallP'Q je x toda v neskondnosti
KerQRIIQ'R je Y toda v neskoninosti
Kerso XYZ kolineaune jetudi Z toda v neskoninosti

PR lP'R
y

IZREK Pri Desarguesou izrek za afino rauninol
Najbodo pigv razliene vzporednepremice Naybodo Pip'epiQQEg
in R R er taketocke daje PaliP'Q inQRIIQ'R
Tedajje PRIP'R

Dokaz
Naybo l AlAl DIVIvloziterKotv prejsnjemdokaza
Ker pllallr se projektivne premice elpl eh ehseloajo u skepnitoad
Inadaljevanje Kotu dokazu 2 Desarguesovega izreka

KOLINEACIDE in PROJEKT VNOSTI

DEFINICHA NajbostaVV vektorsloa prostora had obsegom o indimVdimV 3
Bijektivnaprestiloava re PV PV je KoLINEACida de kolinearnetoeke prestika v kolinearne

Primer A V V jebijektivna semilineavna preslikava
Y PU PV XMAX
Wa jebijektivna sayje A bijelativnao XYZ kolinearneu v Z X Y Iprojektiunapremicaskozi x inY
AZ AHOY AXAY
Yaz Ix fY IZlezi napremiciskozifat KY
La jekolineadja

LEMA D PU PUkolineacija CLa KEPU projektivnetockel
CeLahat Lk je 244 alkylt did

Doloaz lindukija na k
Kel L L
K Z LC 4th 4LzL Kolinearne 614 24412422 kolinearne
Kaka LCGt then

Izberemo v Ello v v t van za neke vieLi
Eewi o zakak i smov primera k
veLin u Uk Linfu Leptinun Ve LandInt thatlies a



Izlamesledidaobstajaprestiloavamedgeometrijama J Pll Phil podana
s predpisom Tellt that htt kid

Izlemesledi da ieje Gt the Mst Mm je Illit 041 2 Milt tzelmm

Pokonstrulociji je it bijelocija inohvanjainkluzije

LEMA Najbo OPV PV kolineacija in XYeVA statYI JIN ZIYI
N thnk IN aDIY

Doloaz
Al x Gt the inY M t Mm

x y L t that Mat it Mm
Fath Effed tegmental

a dimixtyl dimXtdimY dimNY
dimatixtyl dimity still dimer dimethyl dimtaxinot

dimx dimY
dim Ith n till dimx dimY dimity dimAny dimethyl
XnY ExY
Tiny Fal FLY
Tinkle THIn IM
tiny FAINTLY

IZREKlosnouniizrek projektivnegeometrize
NagbostaVinVvektovskaprostovanadobsegomO in dimV dimV's3
Zavsako kolineacijo H PV PV obstaja bijektivna semilinearna
prestiloava A V V daje din Ax za use XePV

Doloaz
Izberemo W V dimW dimVN W AWor dimw dimwl
Izberemo a evil inoznadimo A atw teva'erekinalko inoznakimo
A a tw
Definiramo j A A's predpisom fly think4 n A
Pokazimo daje j afinatransformacija
Spomnimo se XEA LinknA x

VEN LinUna U

IF.su EktInayeA LinLy3nAyprojelctivnato a vPu
Kerje v bijeloija obstajatoeloaxePVdaje 211 Lin yEeXEN jeV41 LindyEVIN W
x W Lin Xna x

x Xna
Ju V1Link not Axlna Linty na y

f jeinjetIIna JANJAN
61Lick na dLinx A
LintelLinks na LinGericke not
I Linxp vLin1231



EG Lin43 Linda
Lin xp A LinkanA

x Xz

f Ikvanjainkazije xn.kz Aafinapodprostora
XExz
six rethink'Tiitterkinxalna pixel

EhanjaIZEred.no KllxzvAlAltlsPNIvlozitevafinegeometrize v projekfiuno
Killa exilnwellanW ali obratno

metalnw enemaam aliobrath

i e E n

ftp.iigtiiinailrkinsxalna

I afinatransformacija ki ohranja uzporednost

Poosnovnemizreku afinegeometrize obstajabijektivna semilinearnapreslikava
B W W daje fat Bix alt a
Najbo f automorfizem ki pripadapreslikavi B
Definivamo A V V's predpisom Aly gl Bw flata
A jeediting Allwntdnaltlwztdzall Blwntwa.lt flat a a

Aje semihemogene AAlwthal BAW fiala fixBw flatfixia

A jesemilinearnaprestiloava ki jipripada automorfizem f
Potrebno jesepreveriti da je fill AL za useLEPV y

Vsaloakolineacija D PV PV jeoblike 2 28 kjevje A V VsemilinearnaCeje A linearna prestiloavo re ta imenujemo Prosektivnost

OPOMBA Ceneobstaja netrivialen automorfizemobsega je vsaka kolineacija
projektivnost
Na primer de je O R QXp pep V Vlinearno obrnfive

DEFINICHA GLVI grupausedobuntjivih linearnihpreslikau V U
PLN grupausedobrnljivih semilineavnih preslikar V V
PALIN grupaused projektivnosti PV PV
PMLNI grupaused kolineacij PU PU0 0103 grupausehsloalavnihmatrikU U

IZREK PRIME MY in pally anyone

Dokaz
Definiramo GPLN Prov Al Va
Poosnounemizvekuprojektione geometrije je f surjektivna Predpis Jehomomorfizem sayvelja SCABIILI taKI TABIILI ALBUM Intra A 1371L



Ke II 12 TI EO 1701
AIILI KIILI HILLI L idpu
AIeker

41 Acker Y idpu
EUIlo VaLinfu ALinv31 LinAv

IdpLinv31 LinLu
Av Aur za nekA 0190

ourlinearnoneodvisna Atatu Autulatul taunttutor
AutAv AuntAw

AuAutoAu
r uu linearnoodvisna izbevemow neodvisen znjima y

DEFINICISA dimV n Mnozicaprojektiunihtook LoLa 43 je PROJEKTVNO GRODE
Oz PROJEKTUNABAZA za PV denobena ntericatookne lez na
isti hiperraunini

OPOMBArdimV 2 LoLaLa je projektivnoogrodje de so usetockevazlione
dimPVA hipervarnina je total

odimV 3 to4LaL je projectivnoogrodje Eenobenetri take miso
kolinearne

TRDITEV Najbo Lo Ln projektivnoogrodje za Pu in DPu pv taka
projektivnost daje Ulithi za ti
Tedaj je aider

Dokaz
NajboA V Vlineavna daje Fda
Izberemo vieLillo
Kevje Ali Li obstaja Die0140 daje AviDiviMnozicafun un jebaza za V say4 In nelezijo na skupni hiperraunini
Torej je Vo Lau t darn zaneke diCeNj o projektivne take Lo LjnLita InHzijo na isti hiperraunini I
Torej hi to za ti d n
Avo Altart anvil havet thank
You AKnut anun adv t Aodnvn
aiti 7 di za ti l n Ao Ai za ki
Av For Aje skalaunamatrikare idpu a

POSLEDICA Najbo to Ln projektiunoogrodje za PU in Mo Mn projection
ogodje za PV
Tedajobstaja natanko ena projektivnost rePV Pr da je Iki Mi
za use in n

Dokaz
Izberemo vieLillo
Kotpriglanko zapisemo v aft tt zanekenenicelneskalarje
us t tvn

Definivamolinearno preslikavo AV V's predpisom Avi hi kjer je
no ht tan in niemineniceln za in n
Velja Av Aunt un Aunt Aun no Ali Mi za use i o n



obstaja lusajlena projectionist Pr Pvi daje Mit Mi za ti o n
Denimo da obstajata duetaki projektivnosti f K pv pv
Projektivnost store pv PV ima projektivno ogrodje to Ln za mnozico
negibnihtook
Poprejnji trditui je f're id k k

PRIMER D PHRA PIRA projektivnost
topoloskojekroznica
mm I

La mfgwÉm
1m0Énostrazliine orientacije

PIRA PIRA

PERSPEKTIUNOST

Yo j
o

p

T

DEFINICIJANajbostaUV V dimU dimU in RV daje Utt U U'tt
Prestikavo O PU PU podana s predpisom ON lot nu se
imenuje PERSPEKTIVNOSTScentrom v T

Najprej pokazimo da je O dobrodefinirana tj OKIEPU za useXEPV

LEMANajbo UAFV U'tT X U dimePotem je dim lot nu 4
Dokaz
dimU'tdimtdimV n
dimHot dimo nth dim totnV A
anime x nu nenicelnavektorja un htt in uz xzttz xnxzeXtritzet
xz uz tr
Lxtkerdime
Kluntti
Eganage IraqEEjv

t v ontto

YETItotino't
a

OPOMBA V splosnemne velja Y nZ knZl HnZ
primer X x os vIR Y gos v IR Zdiagonala

IxtynZ Z 031 21 14Z



LEMA XYZEV ZEX Xn Y Z X Y ZnX

D1931
xztgy.gg xnYtz x lyta

R x e AnN Z ÉÉÉ ya z EX

FIFE xnY tZ a

LEMANajbo OPU PU perspektivnost scentromt
Tedaj je y t fly at za use XEPU

Dok
on at not no TIMETI NIT x at a

TRDITEVNajbo O PU PU perspektivnost scentromT
Inverz 0 Pu PU je perspektivnost s centromt

Doloaz
Oznadimo s nPU PU perspektivnost s centrom T
nail AM nUImayet nutmeg X X

Enakodobimo OnIdps E y

IZREK Osaka perspektivnost je projektivnost

Dog pusput perspektivnost s centromT
Izberemobazo un undza U Li Linlui EPU
Oznadimo Li Oki ki T nv
Izberemo nenicelne vektorjeUiEli di Liu tti i die0 ti et
Ce dit je ni ti et V ni o
135s aid inUi nitti

Definiramo linearno preslikavo A U U's predpisomAni di
Za ELinda ePUvelja u EEapia ZI pilui til ZIBini Eti

piauitt AZIM t Autt
GILI Kot nU Linda In U Xinfaut In U Lindauat nUtema

U'nTt Lindau Lin An ALinda AL LAILI
O Ia je projektiunost

HOMOGENE KOORDINATE

Namnozici 0410 definivamo ekvivalencnorelacijo
14 dntn IBa Bn 77001032di p ki

Ekvivalencnirazred ntericekn an oznasimo z 4 an



Najbo LoG Ln projektivnoogrodje za PV
Izberemo nenicelnevektorje UiEli daje yo ant unZa projektivno todo E Lin u zapisemo u hunt ananin ji priredimo
homogeneKoordinate E 4 Ln

Koordinate sodobrodefinirane LIIIIYIILIEIR.li In BE BE
770011042Zidiui 727Bini

4 D Capa Apn Bn Bn

Koordinate so odvisne hodizbiveprojektivnega ogrodja in ne od izbirerektorjeuai

Nagza nenicelnevektorje aioli velja u int a tan
Obstaja Ae01104 daje un Fui ant un Alan't un
Obstajajskalauji Aif0110 daje ai Xiu Ana t Anan Au t taunt
An Az An A

Homogene Koordinatetocke L gledenaizbiro vektorjeu ai
Linfu Lin52 Liu LinZhixun at 477 14 an

Najbo p projektivnapremica in CA B projektivno ogrodje za p É
B o D in C Gn

Naj to Dep inD A D 2B B 0 sajK03 11O A D8217 AD

DEFINICIJA DVORAZMERJE tookAB CD na projektivnipremici je skalar
D DCABCD Kjarje D 743glede na projektivnoogrodje cAB

opompaStevilo A dobimo na sleded hatin II b D DIABCDl

TRDITEV Veja D BACD D ABCDEDIABDC
or DIDB CA A DIABCD DIACBD

Dokaz
11Naj bo 7 DABCD inhajvelja cab d datb
81114DjiÉgm vektorje a b c d da je c b'ta dmbta

d b a d Tatb Ta'tb b Aa It
I'd A'b a 7 DIBACD
d

DIABCD d a b
c'matb F'Eat c a tb Fa'tb FEDABDid

1001 DIDBCA c d tb
a'nd'tb

a a b
d Aleb tb te t 11Alb

III tab
d Datb d fat17 t b

Aa d la it b l 1 11
Ifta it nd'tb DIDBC Alt 7



Veld
D BTADTC DAIBCDl

00DIDEBA DIABCD

IZREKOsaka projektivnostohranja drorazmerje

Dokaz
Najbo Im p p projektivnost AB IDepin DIABCD A
15 3 Mc Mlatbl MatMb

Md MHatbtAMatMb DHlalIn1B 414,411777 7
MIAMA Ma
ImIB MB Mb
LIC MCMe
MIDI MD Md a

DEFINICIJANajbodo Pigr s razlioneprojectivnepremice u projektivni ravnini ki
gredo skozi skupno todo O Izberimo poljubno projektivno premio t
ki negreskozi O DVORAZMERJE Sopapremic pig r s je
Dlpair s Dlpntgut rat sat

o
t P

perspektivnost t t's centrom uV
nampreseke Iepoprestiloa

y

9 definicijaneodvisnaodizbive t

HARMONIENA CETVORKA

Odsedajpredpostavimo daje k10142

DEFINICIJA Take ABC D naprojektivnipremicituorijo HARMONIENO EETVERKO
de je d laBCD 4

OPOMBA deje ABCD harmonica detverloa so tudi BACD A B D C BADC
DCB A harmonicne Eetverke

IZREKNajbodo ABC D razlidne toche na projektivni premici p Nag bo pafinapremica vloeenav p tako da je c 111 o toda v neskonchosti
TookeA BCD so harmonicna éetverloa natankotedaj ko je Drazpolovisie
dafice AB na premici p

Dokaz

a pye
B

p

memoprojektivnoogrodje B c A jec toda v neskoninosti

D je razpoloviséedaljice AB v p DKABD I
DIACBD 572
DIAB CD A 2 4

c ABC D jeharmonicaéetverka



IZREKIkonstrulocija harmoniane éetverke
Naj bodo AB C razlichetocke na projektivni premisi p v projektiuni
raunini PO Najbo g p projektivnapremica v Po kiqueskozi C
Naj bot tocoa v Po kine lez niti na p niti na gOznacimo E Tang F TBna G EBnFA in D tamp
Potemje A BC D havmonicnacetverka

Dokaz ta to TB
T

9 E

F
p

Emalangeni
a

a

A D B t 9 A P Bp

Nadesniskicismodobili parallelogram ABFE zato locka G razpolaulja
obediagonali loanpomeni datoekaD razpolaulja dafjino AB na afini
premici plcPoprejsnjem izreku je AB C D harmonicaEetverka y

Toda u neskonenosti je taka la imazadnju homogeno koordinatoenako 0
FL O o C o 1 03

TRDITEV Projektivnost I p p na projection premici p la ni identiteta je
involucijaHj Kidpl natankotedaj Koobstajata razlichitook ABepda je VIA B in7113 A

DOKES y idp FAep daVIA B A
F idp VIA MB A
Najbo CeplAB Oznadimo Did D inVID E
EE DIABCD DHIA LIBI VICI DIDI

D B A D E duovazmerje se ohrani
DIAB EDl

EE
y

STOENICE

Najbo V O vektorski prostorCeje peOla xn polinom v n sprementjivloah mnoziconice fix theV
pixa x 03 imenujemo ALGEBRAENAMNOZICA Ceje n 2 in je p stopnje2
joimenujemo STOENICA
Polinom p je HOMOGEN deobstaja deNo903 da je pAxa Axn Adpxa xd

Primer
do play Axn Xpxp al plan in

7 0 plo 07 pixa xn Ktxa in EV p Konstanta



od d pAxa Axn Aplan xn
plan xn Lax t thnx die 0 poljuben

o d 2 pAxn Xx A'plxn xn
pin x EEFdijxixj

n 3 play ax't2bxytcyt2dxz 2eyz fÉ

Homogen polinom p NE definiraprestiloave PV 0 todauseeno lahko
definiramo mnoziconicel homogenega polinoma u PV

DEFINICIJAMnoZiconice Exa xn ePV ply xn 0 kjer je phomogen
Polinomimenujemo PROJEKTVNA ALGEBRAENA MNOÉICA

OPOMBA Definicija jedobra sajvelja plan xn o plan Axn
XpHa xn 0 VA

Ceje n 3 in d 2 projektivnoalgebraicno mnozico imenujemo STOENICA

Najbo glxyz ax'tby'tcztIdxy 2exz 2fyzOznacimo M

f
in

I
Tedajje gleyz vtMv Mvv7
Torejje all Muu kvadratnafiuma

M

g
Preslikava OIVxV 0 je SIMETRIENA BILINEARNA FORMA na V de jelinearna u obeh faktorjih in je Ethyl Ilyx1 za use xiyev
Najbo fenezez baza zaV dimV 3 inoznaiimoaijolei.es
Tedajje M Laijhigesimetricnamatriloa Tovejlahko stoznico podamotudis simetricno bilinearno formo

Iz E lahkoneposrednodobimo kvadratnoformo q vets v xentxzeatxze
Eluv ZE xixjolei.es

Eluru utMr 232 aijxixj
glut

Kako izKuadratneformedobimo simetricnoformo
Ktvutul qlutvlqlutvl

ola.nlt laid Elvin Elvin
quitglut 2 luluIlaul I glutulglutgull IkerKio 21

Stoznice u projektivni ravnini lahko podamo na trinadine
H s Kuadratnoformoq thomogen polinomstopnje21
a s simetricnomatrikr M
31 s simetriano bilinearno firmo E

Kvadratni formi gigV U s pripadajocimamatrikama MaMa staekvivalentnideobstaja obrnijivamatriloa S daje Ma SMSt



Stoznici I inY sta ekvivalentni de obstaja projektivnost D PV PV da je
VII I

TRDITEV Cestaaning ekvivalentni kvadratniformi stapripadajoci stoznici
I in Taekvivalentni

Dokaz
T LinfuePV glut 0 Linfu ePV utMir O
Obstaja obrnijivamatrika S daje Ma SMast

Linfu E 171 Linfu E Y
a

LinLAI
AVTMAVO Ceizberemo A 157 je

Ia 9 L L Ta y

IZREK Sylvestrovizrek
VsakaKuadratnaformaq IR IR je ekvivalentnakvadratniformioblik
qr.sxa tn x t x Xvi xis r s 0

Vsaloakuadratnaforma q G d je ekvivalentna kvadratni formioblike
qrxn xn xix xp

StoznicajeNEIZROJENA de je pripadajocamatrikamaksimalnegarangatrangM31

Klasifikacija stoznic za 0 6
rangM kvadratnaforma stoznica
3 2 5 2 0 ledinal neizrojena
2 2 42 0 highiyl parprojektivnihpremicA x2 0 ldvojnalprojektivnapremica

Klasifiloacija stonic za O R
sgnlr.SI kvadratnaforma stoznica

rang 13,01 822 0
11 ÉIÉ coa izod

1 1 12,91 x ya22 0 ledinalnepraznaneizrojenastoznica

rang2 12.01 Pty o
Gat x2ya O ixtyllxyl dueprojektivni premici

rang1 I 11,01 2 0 ldvojnalprojektivnapremica

IZREK Presekneizrojene stoznice in projektivnepremice usebujenajvecduetocki
Ceje O algebraicno zaprtobseg je presekneprazen

Dtfnepraznaneizrojenastoznica in p projektivna premica
Denimo da ima payusajtritocke ki jihoznacimo Z AB C

Jp CAB jeprojektivnoogrodje za p i catsIzberemo projektivnivektord da je labidbaza zaV



Matriloa M ki pripada stoznici I v bazi ab d

I lbal Ebibl Elba
Elaal glato sajAETlbbl albl 0 sajBet
O EIad Elatb atb laid201labl Abib Ilabl o

M18of rangM 2 Yizrojena

Najboo algebraicnozaprtobseg
p AtoB LinLaib
itCeablo jeBEY inzato BETnpiitglbt 0
APEp B jeoblikePENA
Spetizberemo d daje a b d baza za V
Mmatriloa za I v bazi a bd
ftp.otdmu tMu Gaol.fm mmmIgmmm mnt7mnzt7lmnzt'mad

mzzX't2mn27man O
Kermaalbl O imaenaibausageno resitev y

Ce OIR Iantoprojektivnapremica sela neizrojenostoznico v 2 Aali o tockah
4 242220 CejeSnp praznamnozica jepresek I inI ravnine ki je vzporedna s p elipsap

Ce jeSnp leenatocoa jepresek p
Y in navnine ki jevzporedna s p parabola

destaSnpduetocci je presek
Tinravineuzporedne p hiperbola

DEFINICISATANGENTA na S vtodaAeY je projektivna premica p za katero
jeSnp A

A

DEFINICIJA Najbo A Lin a EPV in Ystoznica u PV
MnoZicotook Lin bEPUElab 0 pa imenujemo POLARAtocke
A gledena 9

TRDITEV Ceje Tnepraznaneizrojena stoznica je polara pa projektivnapremica
Doloaz

Definiramo yaV O palv1 Ilaid YajelinearenIfunkcionallCejeya O je pripadajocamatriloa zapisanaubazi a oblike

Kitt at 1gentuniaionaKerjepakerya je dimpa dimIkerya dimV dimlimpal 34 2



TRDITEV Najbo I neizrojena stoznica in AES
Potemje polarapatangentana I v todaA

DotageA qiao
Najbo B Lin b EYnpa B A
Torejqiblalbb 0 BET in lbal O BEpal
Matriloa M za Y u baziLab je M 15 ftp E

rangM 3 I izrojena a

TRDITEV Najbo I neizrojena stoznica in AES
Obstajanatanko ena tangenta na Y v A

Dokaz
Najbo ptangenta na Y v A p Lin a b aeA
Zapoljubnotoeko Xepka velja x LinSbtAa zanekTEO
Popredpostarki X Y zato Of Elba baal lbbl 27 labl7ÉÉt
CejeElablto jex Lin b 125119br 1aibla EJ I labl o
Torej ALin bEpa pa p y

Veja FIREÉoÉÉ
0 A B PAIRE

Denimo dajepa p NajboZEPPA
pep inPEPA

Pap Hepap p AB pa p
Aepain BEPBFpa

A BYPx FYEAB pypa p Patangentana SuA in PB
tangentaY v B
A B

TRDITEVNajboy nepraznaneizrojenastoznica
Tedajje predpis t PV projelativnepremice u PV Arpabijekciga

DOEevemodaje t injektivna
Najbo ppoljubnapremica u PVIzberemo razlidnitodd ABepNemo da patpis
Oznadimo P panp indobimo PepaPepa ABepp Pa p
Tovejje t surjektivna y

DEFINICIJA Todo P zakatero je tipl p imenujemo POL premicep glede
na stoznico 9



IZREKgeometricna Konstrakaja polare
PolarotockeA glede na nepraznoneizrojeno stoznico konstruiramo Zeno
od spodnjihkonstrukaj
Al Ceje AEY je paedinatangentanaS v Aa Ceje A Y inobstajataduetangenti na s skoziA potem je pa
premica ki greskozidotiloalisei tangent na9

131NajboAET in neobstajataduetangenti na9skozi A
Izberemorazlidni premici p in p skoziA kisekatastoznico vdichtodoah NajbostaBi inCitodav preseka I in pi
NajboDipresettangent na Y u Bi inCi
Tedaj je pa Data

Donatizevemo

a c

A p Aeppe BCepa PaBe

B Pe

B1 Papa B P

pisPis i

ga g

P

p p
DiEpoip BiCiepoi poi BI pi
Aepomp DaDaEpa Pa Datz

y

NALOGA Najbo I stoznica u IR podanaKot ax't2bxytcyt2dxt2eytf O
Zatodo Alxonyd poisei usepremice lagredoskoziA in so tangentne na9

A IR G PIR A.gltoExyDStoznica F v Pirs zakateroje9 5 lax43

atxy z ax 2bxytcyt2dxz2eyztfz
Matriloa M za 9 v standardni bazi je

Polaratocke xExogoA je f
15111 0 ix gz.im o Goy.z1 I1gEfo
axxotbyxotdzxotbxy.tcyyotezyotdxzteyzotfzz.to
axxotblyxotxyoltcyy.tozxotxzoltelzyotyzltfzz O

KerAExogoD vzgornjo enacboustavimo zo 4

Polaro v IRdobimo depisemo se z d



TRDITEV Najbo I neprazna neizrojena stoznica A S projectivnapremica r
skoziA paseka S v todoah C in D Najbo B r npa
Potemje ABCD harmonica Eetverka

DFFABCD D DCB A A b dtc n a Adtc
Bepa Elabl Eladio did AEggToldd akid Eight 7Etcd
Ceje Eladio jematriloaM za Y ubazi ad oblike M E d

Ey'd
rangMe3 Est did I did

Torej akid 0 inZato 1 1 0
DIABcD d e

Pa

1 B D r A

IZREKISteinerjev izrek
NajbodoABCD razlicnetoeke na neizrojeni stoznici9 in Te's poljubnatodoa
Potemje DITATBTCTD neodvisnoodtoeke T

Doloaz T

B
c D

Kerpremicasekaneizrojenostoznico u najved duehtodoah nobenatrojica
izmedtook ABCD hi kolinearna
Tovej je DAB C projektivno ogrodje Id at btc
Zatetho je t xatybtzcMatriloa M za Y u baziLabia je M Ifl É III
MatrikaM sespremeniIll deizberemodrugevektorje
d a'tb td
Id Flatbed gig c Ac

MatrikaM za Y v bazi a b c je M If IF
ElementimatrikMinM niso ist aveljag.sip f fief inBig f
8588359 1 tag z
Dey Gin M o h a a o 24Boko aptgro

Tey xyz MÉ O x y z 15784 0
axytpxztdxytfyztBXZ 8 FI LxytBxz jyz O



A A BC DT sorazlicnetocke
T

Dvorazmerje Soparacunamo na premici AB
B
g p c tenAB x yOD TonAB x z yz O

D c'exO tockat x y z lezi napremici BE
To nimozno saj premica sela stoznico v najvecduehtodoah
Torej x 0 in podobno y 0 in 240

Cex y toke CD int lezijonaisti premici
Torej x g in podobno ytz in x Z

DITATB TCTD DIABCDI D
c a tb x x
d eats 11 18 1

a s
14 17 11

Fz x z yz 07 4 2,1 00710got
DITATB TC TD Itf Alije neodvisnoodT l

Ltp 8 0
NytBxz jyz O

1 9 BAZxyltylyzxy o
BxIz y JylzX O
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p
A B C pa la MAY257 0
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If It
a s1 ftpy

EpCo a Dt E Lop 23 10 B 0
DITATBTTTT By By IdobimoKot v tell y

OPOMBA deFA jeTA tangenta na Y v A torejTA pa Podobno za BCD



DEFINICIJA Najbo Y neizrojenastoznica in ABCDEY razlicnetocke
DVORAZMERJE DIABCDl je enako duorazmerju sopa
DITATBTCTD kjerje t poljubnatocka na 9

IZREK Pascalovizrek
Najbodo ABC A B C razlionetocke na neizrojeni stoznici J
Potemso D ABnATB E AI nAT in F BtnBtc kolinearnetoke

A B C

D E F

A
B C

DOFFABCB DIATAABAttAtt DIADX B A B C
DIETED EX EB D E F

DCABC B IDEA EB IC E3 OILYFCB x
DIET EF EC EB
DIII EF EF EF

A
B C

Eeseduorazmerjeujema v treh todoahpremicah setadiv éetrti
ED EF D E F so kolinearne a

Pettook v projectivni ravnini dolocastoznico

Najbodo AB CD E toke Kidolocajo stoznico Y inhajbo ppremicaskoziAki ni tangentna na 9
KakoKonstrairamo tock ki je v presekupry in ni A

A
B

C

D E g p

hatedpremic

p
A E

z

IZREKBrianhonor izrek
Najbodo pig r pig r razlichetangente na neizrojenostoznico YOznacimopresedisia png qar rap pingqur rip zaporedno zA B C A B C
Potem se premiceAA BB inCT sekajo v skupnitoeki
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Dokaz
PoPascaloven izreku sotoeke X PEnPQ Y FRnPR in Z QI n IR
kolinearne
Premisa POI je polarapa in premica PI jepolarapalToda X lezi na polarahpainpal tocciAinA lezita na p p Ant
Enakodobimo daje p cat in PEBBOznadimo TAA nBB pinpz in t AAnCI pnpy
TorejXZep in XYEpt p XZ in pitXtKer so XYZ kolinearne je pi pi
Tore je T T in seAA BB inCT seloajou skupnitocki a

IZREKlizrekometalju
Najbo PQ tetiva v kroznici in Mnjenorazpolovisce
Najbosta AB inCD tetivikroznice kigresta skozi todo M
Najbox presektetiv PQ inAD in Y presektetiv PQ in BC
Tedaj Mrazpolavlja daljico XY

A C

P y y y
Q

B D

Dokaz
DIPD B Q DATADAB AI PXMQ
DIPD B Q DICPCDCBCQ DIPMYQI
Raunino vloEino nanivo Z d dajeM loON Q inON P ldon
Y laON X l bON
Izenakosti duorazmerij pokrajsemracunudobimo a b


